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Problema 1. Sejam A, ..., A, subconjuntos distintos de [n] tal que |A;| é impar para

todo i e |A; N A;| é par para todos i # j. Encontre o maior valor possivel de .

Passo a passo. Para achar o maior valor possivel, mostre um exemplo que funciona e
mostre que é impossivel para maior. (a) Defina o vetor indicador v; € F3. (b) Prove que

{v;} é linearmente independente.

Problema 2 (Sao Petersburgo). Os alunos de uma escola vao tomar sorvete em grupos
de pelo menos dois. Apods k > 1 os grupos terem saido, cada dois alunos sairam juntos

exatamente uma vez. Prove que o ntimero de alunos na escola é no maximo k.
Passo a passo. (a) Defina a matriz k x n A de incidéncia. (b) Mostre que AT A ¢ invertivel.

Problema 3 (Inequagdo de Fisher). Sejam Aj,..., A,, subconjuntos distintos de [n] e

k < n um inteiro positivo tal que |4; N A;| = X para todo i # j. Prove que m < n.

Passo a passo. (a) Defina a matriz n x r A de vetores-coluna indicadores. (b) Calcule
AT A. (c) Mostre que AT A é invertivel.

Problema 4. Em uma festa com 2n pessoas, cada pessoa tem um nimero par de amigos.

Prove que ha duas pessoas que tém um nimero par de amigos em comum.

Passo a passo. Prova por contradigdo. (a) Defina a matriz 2n x 2n A de adjacéncia.
(b) Calcule (AA)1 = A(A1) de dois jeitos.

Problema 5. Seja n um inteiro positivo par e sejam Sy, ..., S, subconjuntos de tamanho

pares de [n]. Prove que existem i # j tal que |\S; N .S;| é par.

Passo a passo. Prova por contradi¢do. (a) Defina a matriz n x n A de vetores-coluna
indicadores. (b) Mostre que ATz = 0 possui solugao nao-trivial, logo A nio é invertivel.

(c) Mostre que AT A é invertivel.


https://guilhermezeus.com

Problema 6 (Belarus). Considere um tabuleiro 6 x 6. Cada casa do tabuleiro é pintada
de preto ou branco. E permitido escolher qualquer quadrado t x ¢, 2 < t < 6, e inverter
todas as cores do quadrado. Vocé pode fazer isso quantas vezes quiser. E sempre possivel

fazer com que todo o tabuleiro fique preto?

Passo a passo. (a) Modele o problema em F3°. (b) Mostre que a dimensdao do espago
gerado ¢ < 35.

Problema 7 (Cldssico). Seja n um inteiro positivo. Sao dados 2n+ 1 nimeros reais com a
propriedade de que, sempre que um deles é removido, os 2n restantes podem ser divididos
em dois conjuntos de n elementos que possuem a mesma soma de elementos. Prove que

todos os nimeros sao iguais.

Passo a passo. A primeira solucao usa que R é espago vetorial sobre Q. Pode parecer
é necessario usar o Axioma da Escolha, mas existe uma maneira de resolver sem ele.
(a) Resolva para inteiros. (b) Resolva para racionais. (c) Resolva para reais, usando a
base de R sobre Q.

Passo a passo. A segunda solugao usa matrizes. (a) Construa uma matriz M adequada
com zeros na diagonal e entradas +1. (b) Mostre que o determinante dessa matriz nao é

0. Use médulo 2 para facilitar. (¢) Como a matriz é invertivel, a solugao é tinica.

Problema 8 (China West 2002). Sejam Ay, As, ..., A, 41 subconjuntos nao vazios de [n].

Prove que existem subconjuntos disjuntos I, J C [n + 1] tais que

UA = 4.

iel jeJ

Passo a passo. (a) Ache a combinagao linear > \;u; = 0 € R". (b) Defina I = {i : \; > 0}
e J={i:\ <0}

Problema 9 (Lindstrom). Sejam Ay, Ay, ..., A,42 subconjuntos ndo vazios de [n]. Prove

que existem subconjuntos disjuntos nao vazios I, J C [n + 2] tais que

Udi=U4. e NA=4

iel jeJ iel jed

Problema 10 (Russia 2001). Uma competi¢ao com n questdes foi feita por m competi-
dores. Cada questao vale uma quantidade positiva diferente de pontos. Apds as provas

serem avaliadas, percebeu-se que era possivel escolher as pontuagoes de cada questao de



modo que qualquer ranking dos participantes pudesse ser atingido. Qual o maior valor

possivel de m ?

Passo a passo. (a) Ache a combinagao linear > \;u; = 0 € R"™. (b) Defina I = {i : \; > 0}
e J={i:\ <0}. (c) Mostre que é impossivel que todos de I ranqueem acima de todos
de J.

Problema 11. Sejam Aj, A, ..., A,, By, B, ..., B, subconjuntos de [n] tais que, para
todo conjunto nao vazio T de [n], existe i tal que |A; N T| é impar; e para todos i, j, A; e

Bj tém exatamente um elemento em comum. Prove que By = By = --- = B,,.

Passo a passo. (a) Defina a matriz n x n A de incidéncia sobre Fy. (b) Mostre que A é

invertivel, logo Az = 1 possui solugdo tnica.

Problema 12 (Russia). Em uma festa com n pessoas, para todo grupo de k pessoas, 1 <
k < n, existe pelo menos uma pessoa, dentro ou fora do grupo, que tem uma quantidade

impar de amigos no grupo. Prove que n é par.

Passo a passo. Prova por absurdo. (a) Defina a matriz n x n A de adjacéncia sobre .
(b) Defina B = A (mod 2) sobre R antissimétrica, e prove que det B = 0, logo det A = 0

(mod 2). (c¢) Logo, existe solugdo nao-trivial Az = 0. Conclua.

Problema 13 (IMC 2019/8). Sejam x, ..., x, numeros reais. Para qualquer conjunto
I'c{1,2,...,n}, seja s(I) = > ;c; x;. Suponha que a fungdo I — s(I) assume pelo menos
(1.8)™ valores onde I percorre todos os 2" subconjuntos de {1,2,...,n}. Prove que o

nimero de conjuntos I C {1,2,...,n} para os quais s(I) = 2019 nao excede (1.7)".

Passo a passo. Prova por contradigdo. (a) Construa 1.8" e 1.7" conjuntos/vetores com as
propriedades dadas. (b) Construa 1.8™-1.7" > 3" vetores a partir de pares acima. (c¢) Use

o principio da casa dos pombos.

Problema 14 (Alemanha TST 2004). Seja G um grafo simples finito. Existe uma lampada
em cada vértice e, inicialmente, todas estao apagadas. Em cada passo, podemos escolher
um vértices e mudar o estado das lampadas dele e de seus vizinhos. Prove que é possivel

deixar todas as lampadas acesas simultaniamente.

Passo a passo. (a) Defina a matriz de adjacéncia A, com entradas em Fy e 1 na diagonal.
(b) Prove que, como A é simétrica, Im A = (Ker A)*. (c) Prove que 1 € (Ker A)L.
Portanto, 1 € Im A.



Problema 15 (USAMO 2008). Numa convengao matematica, alguns pares de mateméa-
ticos sdo amigos. No jantar, cada participante senta em alguma das duas salas. Cada
matematico insiste em ter uma quantidade par de amigos na mesma sala. Prove que o

nimero de maneiras de separar os matematicos nas duas salas é uma poténcia de 2.

Passo a passo. (a) Defina a matriz de adjacéncia A, com entradas em [y e 1 na diagonal.
Defina d o vetor de graus dos vértices. (b) Note que o vetor v € F% é solucao se, e sé se,
(A + diagd)v = d. Seja B = A + diagd. (c) Mostre que d € Im B = (Ker B)*. (d) O
numero de solucbes serd nao nulo e, portanto, uma poténcia de 2, por conta do corpo

correspondente [Fs.

Problema 16 (Moldévia TST 2005). Existem 22 circulos e 22 pontos no plano tais que

cada circulo contém pelo menos 7 pontos e cada ponto pertence a pelo menos 7 circulos?

Solugdo (Shine). Primeiro vamos contar a quantidade N de intersecoes de dois circulos em
pontos no conjunto. Temos 2 - (222) >N >22- (;) (no lado esquerdo, cada par de circulos
se corta em no maximo dois pontos; no lado direito, para cada ponto contamos os pares
de circulos a que ele pertence.) Mas 2 - (222> =22-21=22- (;), logo ocorre a igualdade:
cada ponto estd em exatamente 7 circulos e cada par de circulos se corta em pontos do

conjunto.

Agora, considere a matriz A, quadrada de ordem 22 , em que a entrada a;; é zero se o
ponto i ndo estd no circulo j e um se estd. Logo A% = 5J + 21, em que J é a matriz s6
com uns e I é a identidade. Isso quer dizer que o determinante de 5J 4 2 é quadrado

perfeito. Mas

7 2 7T 2 2 ... 2 74+21-2 2 2
27 -5 5 0 50 ...

2 2 = =505 ... 0]= 0 05 ... 0|=5%".49
2 2 2 7 -5 00 ...5 0 00 5

que nao ¢é quadrado perfeito, absurdo.

Problema 17 (Ira 2006, Capacidade de Sperner do Tridngulo Ciclico). Seja A uma colegao
de vetores de tamanho n de Z/3Z com a propriedade de que para quaisquer dois vetores
distintos a,b € A, existe alguma coordenada i tal que b; = a; + 1(mod3). Prove que
Al <27



Solugio (Zanarella). Para um elemento a = (aq,...,a,) € A, considere o mapa linear
fa : Fy — F3 dado por

H a; + 1 —x;)

Note que temos f,(a) =1 e f,(b) = 0 para quaisquer elementos a # b de A. Assim como
no primeiro problema, isso significa que os mapas lineares {f, : a € A} sdo linearmente
independentes. Mas todos eles sdo combinagoes lineares de monémios [[;cg z; para S C [n].

Como temos 2" tais monoémios, temos que ter que |A| < 2™,

Problema 18 (Rissia 1998). Cada quadrado de um tabuleiro (2" — 1) x (2" — 1) contém
+1 ou —1. Tal arranjo é chamado de bem-sucedido se cada niimero for o produto de seus
vizinhos (quadrados que compartilham um lado comum com o quadrado dado). Encontre

o numero de arranjos bem-sucedidos.

Passo a passo. A resposta é 1. (a) Reescreva o problema em Fy. (b) A condicao se trans-
forma em um sistema de equagoes, i.e., Az = 0. (c) Expanda a definigdo de determinante
em permutagoes: det A (mod 2) é o niimero de permutagoes o do conjunto de quadrados
que respeitam as arestas (ou seja, {a,o(a)} é sempre uma aresta). (d) Pareie permutagoes
sem simetrias horizontais e verticais com suas reflexoes. (e) Use a indugao para provar que

o numero de permutagoes com simetria horizontal e vertical é impar.

Problema 19 (Graham—Pollak). Mostre que o grafo completo com n vértices, K,, ndo
pode ser coberto por menos de n — 1 grafos bipartidos completos de modo que cada aresta

de K,, é coberto exatamente uma vez.

Passo a passo. Prova por absurdo. Sejam (Ag, By) os conjuntos que definem os grafos
bipartidos. (a) Para cada vértice i, associe uma variavel z;. (b) Traduza a condicao
para uma igualdade polindmial de grau 2 nessas n varidveis. (c) Existe solugdo cq,..., ¢,
nao-trivial para o sistema Y x; = 0 e Y4, x; = 0. (d) Mostre por contradi¢do que
0= (c1+-+¢,)*>0.
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