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Algebras de Cluster

Uma algebra de cluster de ordem n é
@ um dominio integral® A, juntamente com
@ alguns subconjuntos de tamanho n chamados de clusters,
@ cuja unido gera a algebra A
@ e que satisfazem vérias condi¢Ges.

Os elementos de um cluster s3o chamados de variaveis de cluster.

1Um dominio integral é um anel comutativo em que ab # 0 para todo a, b # 0.

Zeus Dantas e Moura Algebras LP de Grafos 2024-08-30 4/31



Mutacdo (1/2)

X1,X2,X3
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Mutacdo (1/2)
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Mutacdo (1/2)
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Mutacdo (1/2)
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Mutacdo (2/2)

Regra de mutag3o:
(varidvel antiga) - (varidvel nova) = bindmio de troca.

Esse “bindmio de troca” é uma soma de dois mondémios em fun¢do das outras variadveis do cluster.

X1 - X{ = P]_(X2,X3).
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Mutacdo (2/2)

Regra de mutagdo:

., bindmio de troca
varidvel nova = ————————
variavel antiga

Esse “bindémio de troca” é uma soma de dois mondmios em funcdo das outras varidveis do cluster.

P
x| = 71();21’ %)
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uncao racional

Proposicao

Fixe um cluster. Qualquer varidvel de cluster pode ser escrita como uma fung3o racional (raz3o de dois
polinémios) em funcdo dos elementos desse cluster.

X1, X2, X3 X{,Xg,XgHX{,Xél,Xg,HX{”,Xé,Xg,% —————— Y1,¥2,¥3

R(x1,x2,X3)

Yo = S(XI,X27X3) )
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Escrevendo como funcdo racional

Proposicao

Fixe um cluster. Qualquer varidvel de cluster pode ser escrita como uma fung3o racional (raz3o de dois
polinémios) em funcdo dos elementos desse cluster.

X1, X2, X3 X{,XQ,X3HX{,X£/,X3HX{”,Xé,Xg,% —————— Y1,¥2,¥3

R(x1,x2,X3)
5(X17X27X3) )

Teorema (Fenémeno de Laurent)

O denominador S é um mondémio.
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Algebras Cluster
Fomin and Zelevinsky (2002)
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Algebras do Fenémeno Laurent (LP)
Lam and Pylyavskyy (2016a)

Algebras Cluster
Fomin and Zelevinsky (2002)
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Algebras do Fenémeno Laurent (LP)
Lam and Pylyavskyy (2016a)

Algebras Cluster Algebras LP de Grafos
Fomin and Zelevinsky (2002) Lam and Pylyavskyy (2016b)
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Algebras LP de Grafos

Uma algebra LP de grafos é
@ uma Algebra de fendmeno Laurent (generalizacdo de algebras de cluster),

@ cuja estrutura é determinada por um grafo direcionado I'.
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Notacdo nos diagramas de grafos direcionados

Seja ' um grafo direcionado com conjunto de vértices [n] = {1,..., n}.
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Notacdo nos diagramas de grafos direcionados

Seja ' um grafo direcionado com conjunto de vértices [n] = {1,..., n}.
Se uma aresta é bidirecionada, a desenhamos sem setas.

0%9 0%9
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Notacdo nos diagramas de grafos direcionados

Seja ' um grafo direcionado com conjunto de vértices [n] = {1,..., n}.
Se uma aresta é bidirecionada, a desenhamos sem setas.

Se todas as arestas de I' s3o bidirecionais, chamamos I de ndo direcionado.
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Conectividade For

Um subconjunto n3o vazio | C [n] é fortemente conexo se, para todo v, w € /, existe um caminho
direcionado v — w dentro de /.
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Conectividade Forte

Um subconjunto n3o vazio | C [n] é fortemente conexo se, para todo v, w € /, existe um caminho
direcionado v — w dentro de /.

Um grafo direcionado é particionado em componentes fortemente conexas, que sdo subconjuntos
maximais de vértices fortemente conexos.
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Conectividade Forte (Exemplos 1/2)

e e Todos os subconjuntos sdo fortemente conexos, exceto 24.

0 ® ® Q@E‘. @}9@@

“pood
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Conectividade Forte (Exemplos 1/2)

Os subconjuntos fortemente conexos sio

o e 1,2, 3, 4e1234.

© ® ® Q@ @p@ @

"B,
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Colecdes Aninhadas

Uma colecdo S de subconjuntos é aninhada se:
(Condigdo 1) Paratodo /,J € S,

INJ=@ ou ICJ ou [CJ.

(Condicdo 2) Para quaisquer conjuntos disjuntos h, h,...,l; €S, esses conjuntos s3o as
componentes fortemente conexas de sua unido.

Observacdo A condic3o 2 implica que | € S deve ser fortemente conexo.
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ColegBes Aninhadas (Exemplo 1/4)

Uma colecdo é aninhada se:
(1) /Ind=@ ou ICJ ou ICJ.
(2) Conjuntos disjuntos sdo as componentes fortemente conexas de sua unido.

Afirmagdo {1,12,123,1234} é aninhado.
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ColegBes Aninhadas (Exemplo 2/4)

Uma colecdo é aninhada se:
(1) InJ=@ ou ICcJ ou ICJ.
(2) Conjuntos disjuntos s3o as componentes fortemente conexas de sua unio.

Afirmagao  {12,23} NAO é aninhado.
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ColegBes Aninhadas (Exemplo 3/4)

Uma cole¢do é aninhada se:
(1) InJ=@ ou ICJ ou ICJ
(2) Conjuntos disjuntos sdo as componentes fortemente conexas de sua unigo.

Afirmacao

{12,3} NAO é aninhado, pois as componentes fortemente conexas de 12 U 3 NAO s3o 12
e 3.
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Colegbes Aninhadas (Exemplo 4/4)

Uma colecdo é aninhada se:
(1) InJ=2@ ou ICcJ ou ICJ.
(2) Conjuntos disjuntos s3o as componentes fortemente conexas de sua unio.

Afirmacdo {2,4,124} é aninhado.
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Funcdes Aciclicas

Consideramos fungdes f: | C [n] — [n] tais que, para todo v € /,
f(v)=v ou (v,f(v))éuma aresta de .

Uma funcdo aciclica em / é uma funcdo f sem ciclos (loops s3o permitidos).

(1) 1 I
(¥) @
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Peso da Funcao

O peso de uma funcdo f é

- < Xey se f(i)#i
W(f) = HXf(,-), onde Xf(,') = {A (.) f( ) .
el (i) se 1) =1.

Multiplica-se X; para uma aresta i — j, e multiplica-se A; para um lago i — i.

D |/
w /@ = X4 X3As, w| ® = XoX3X1.
€©)

Observacdo  Para ciclos, w(f) = [];c, Xi.
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Variaveis Y; (Exemplo 1/2)

Dado um subconjunto /, definimos
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Variaveis Y; (Exemplo 1/2)

Dado um subconjunto /, definimos

1
YI=HI_EIXI_- > w(f)

acyclic
f:l—[n]

9"9 @2@ @2‘@ @i@ @
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Variaveis Y; (Exemplo 1/2)

Dado um subconjunto /, definimos

1
YI=HI_EIXI_- > w(f)

acyclic
f:l—[n]

9"9 @2@ @2‘@ @i@ @

AL X X3+ X

Y]
1 X;
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Variaveis Y; (Exemplo 2/2)

Dado um subconjunto /, definimos

1
Y':H,-G,Xf' > w(f)

acyclic
f:l—[n]
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Variaveis Y; (Exemplo 2/2)

Dado um subconjunto /, definimos

acyclic
f:l—[n]

(1) 1 @ © @
@ .@ foop e 0000 @
® (D (D (D
®§®®i7®® @@@@7@@@
(A1 + Xo + Xz + Xa)(X1 + Xo + Az + X3) — X1 X3

Yi: =
13 X1 X3

Apbs os célculos, temos
y&g = yﬁ,Y% — 1.
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Algebra LP de Grafos (Lam and Pylyavskyy (2016b))

Dado um grafo direcionado I, sua algebra LP de grafos Ar pode ser descrita como a algebra gerada por
{X1,..., Xa} U{Yi | I é fortemente conexo},

com anel de coeficientes R = Z[Aq, ..., Anl.
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Estrutura dos Clusters

Teorema (Lam and Pylyavskyy (2016b))
A dlgebra LP de grafos Ar possui:

@ varidveis de cluster
{X1,..., Xoy U{Y; | | é fortemente conexo},

@ clusters da forma
{Xi,,.. ., X JU{Yi| I € S}

onde S é uma colegio aninhada maxima em T\ {1, i> ... ix}.

As varidveis Y sdo indexadas pela colecdo aninhada S,
e as varidveis X sdo indexadas pelos vértices restantes.

A\

Um monomio de cluster ¢ um mondmio com varidveis do mesmo cluster.
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Examplo de Monomios de Cluster

Colecdo aninhada Cluster Mondmio de Cluster
1%} {X1, X5, X3, X4 } X2X;
2,4 {X1, X3, Yo, Ya} X3Yo Y}
1,12,123,1234 | {Y1, Y12, Y123, Yio3a} Y1 Y23 Yi23a

Um mondmio formado apenas por varidveis Y é um mondmio de cluster se for suportado por uma
colecdo aninhada S.
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Conjectura Principal (Lam and Pylyavskyy (2016b))

Lembrando que Ar é gerada pelas varidveis de cluster, e que
um monomio de cluster ¢ um mondmio com variaveis do mesmo cluster.

Conjectura (Lam and Pylyavskyy (2016b))

(1) Monémios de cluster formam uma base linear para Ar sobre R = Z[Aq, ..., Ay
(1a) Monbémios de cluster sdo linearmente independentes.
(1b) Monémios de cluster linearmente geram Ar.

(2) Qualquer monémio nas varidveis de cluster de Ar pode ser expresso como uma combinagdo linear
em R de monémios de cluster com coeficientes positivos.
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Conjectura Principal (Lam and Pylyavskyy (2016b))

Lembrando que Ar é gerada pelas varidveis de cluster, e que
um mondmio de cluster é um mon6mio com variaveis do mesmo cluster.

Teorema (DTW (20247))

(1) Monémios de cluster formam uma base linear para Ar sobre R = Z[Aq, ..., A,].
(1a) Monémios de cluster s3o linearmente independentes.
(1b) Monémios de cluster linearmente geram Ar.

Conjectura (Lam and Pylyavskyy (2016b))

(2) Qualquer monémio nas varidveis de cluster de Ar pode ser expresso como uma combinago linear
em R de monémios de cluster com coeficientes positivos.

A\
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Exemplo de Positividade

Lembre que, em um exemplo anterior, calculamos

A1+ X0+ X3+ X)) (X1 +Xo+ A3+ X)) — X1 X:
Y13:(1+ 2+X3+ 4)(X1;32+ 3+X4) 13:y1y3_1_

Observe que Y7 Y3 é um mondmio nas variaveis de cluster,
mas Y; Y3 NAO é um monémio de cluster.
Ainda assim,

Y1Y; = Y3+ 1,

portanto Y7 Y3 é uma combinag¢3do linear positiva de mondmios de cluster.
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Se eu tivesse mais tempo...

...falaria sobre:
@ a prova de (1a) “mondmios de cluster s3o linearmente independentes”.
@ a prova de (1b) “monémios de cluster linearmente geram Ar".

@ algumas familias de grafos em que (2) positividade é mais facil de provar .
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servacoes sobre Positividade

J& sabemos decompor positivamente mondmios nas vériaveis de cluster da forma
X, X Y.--Y,
que n3o sdo mondmios de cluster.

Os monémios nas variaveis de cluster de Ar que sdo mais desafiadores de decompor sdo mondmios
compostos apenas por variaveis Y.

Pergunta Muito Dificil Como decompor positivamente

Y, Y, Y, ?

Pergunta Dificil Como decompor positivamente

Y Y,?

Observacao Quando I é n3o-direcionado, basta responder a segunda pergunta.
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